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S-SEKA: MATEMATINE SEKU KLASIFIKAVIMO PRIEMONE
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Anotacija

Straipsnyje pristatomas naujas matematinis jrankis — S-sekos transformacija — skirtas skaiciy seky
struktiirai analizuoti ir klasifikuoti. Jprastos matematinés sekos (aritmetinés, geometrinés progresijos,
Fibonacio, trikampiy skaiciy ir kt.) transformuojamos j nauja seka S. Remiantis ja siiloma nauja seky
klasifikacija ] periodines, neperiodines, apréztas ir neapréztas kategorijas pagal S-sekos
charakteristikas. Naudotas teorinis metodo aprasymas, algoritminé S-sekos konstravimo procediira ir
kompiuteriniai eksperimentai su OEIS (On-Line Encyclopedia of Integer Sequences) sekomis, leide
empiriSkai jvertinti transformacijos elgsena. Parodoma, kad S-seka leidzia atskleisti viding seky
struktiirg ir pagal periodiSkumg bei apréztumg atskirti struktiiruotas matematines sekas nuo
atsitiktiniy. Klasifikavimo tikslas yra suskirstyti skaiciy sekas j grupes pagal bendrus pozymius, kad
jas bty lengviau suprasti, lyginti, tirti.

Raktiniai ZodZiai: skaiciy seka, OEIS, periodiskumas, rekurentiskumas, apréztumas.

Ivadas

Temos aktualumas ir naujumas. SkaiCiaus sgvoka yra viena esminiy sgvoky matematikoje
(Hardy, Wright, 2008). Skai¢iy sekos yra vienas pagrindiniy matematikos bloky (Graham, Knuth,
Patashnik, 1994), naudojamy apibrézti sudétingesnes sgvokas tokias kaip funkcijos, ribos, eilutés.
Naudojant gerai Zinomus principus, gaunamas naujas tyrimo objektas. Skai¢iy sekos naudojamos
daugiausia kombinatorikoje (Stanley, 1996) (Stanley, 2012) (Flajolet, Sedgewick, 2009),
algoritmuose (Knuth, 1997), kriptografijoje, kompiuterinéje grafikoje. Be to, taikoma ir fizikoje,
biologijoje, inZinerijoje, mene.

Skaiciy seka (angl. sequence) — tai funkcija, kurios apibrézimo sritis yra natiraliyjy skaiciy aibé
N ={1,2,3,...} arba jos poaibis. Si funkcija kiekvienam natiiraliajam skai¢iui n priskiria vieng
skaiCiy, kuris yra sekos narys. Sekos nariai paprastai Zymimi su indeksais, pavyzdziui: a;, a,, a;
, -, Ay, ... Visa seka gali biiti Zymima kaip (a,),en arba tiesiog (a,).

Daznai seka apibréziama rekurentiskai, nurodant pirmuosius narius ir taisykle, kaip apskaiciuoti
kiekvieng narj a,, remiantis ankstesniais nariais (pvz., Fibonacio seka). Tokios formulés vadinamos
rekurentinémis lygtimis

Seky yra labai daug ir jos yra labai jvairios. Todél svarbu jas sujungti j visuma, bei klasifikuoti.
Internetiné sveikyjy skaiciy seky enciklopedija, On-Line Encyclopedia of Integer Sequences (OEIS)
yra internetiné sveikyjy skaiciy seky duomeny baze. Neil Sloane jkiiré ,,Journal of Integer Sequences*
1998 m., sieckdamas suteikti platformg moksliniams straipsniams apie sveikyjy skai¢iy sekas. OEIS
registruoja informacija apie sveikyjy skaiciy sekas, dominancias tiek profesionalus, tieck mégéjus
matematikus, ir yra placiai cituojama. Tai lyg skai¢iy seky pasauliné biblioteka. Joje yra daugiau nei
380 000 seky. Be sveikyjy skai¢iy seky, OEIS taip pat kataloguoja trupmeny, transcendentiniy skaiciy
skaitmeny, kompleksiniy skai¢iy ir pan. sekas, kurias transformuoja j sveikyjy skaiciy sekas.
Kiekviena OEIS seka turi serijos numerj — SeSiazenklj teigiama sveikaji skaiciy, kurio pradzioje yra
raid¢ A, kuri reiskia ,,absoliutus®. Keletas seky i§ OEIS pavyzdziy.

Faktorialy seka OEIS yra A000142: 1, 1, 2, 6, 24, 120,720...n! = [ - 2 - 3 - ... - n.

Lyginiy skaiciy seka OEIS yra A005843: 0, 2, 4, 6, 8, 10...

Skaiciy kuby seka OEIS A000578: 0, 1, 8, 27, 64, 125...

Pirminiy skai¢iy seka OEIS A000040: 2, 3, 5,7, 11, 13, 17...
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Vienintel¢ seka, kur visi elementai lygtis 1, OEIS A000012: 1, 1,1, 1, 1...

Skaiciy, kurie dalijasi i$ 3, seka OEIS A008585: 0, 3, 6,9, 12, 15...

Palindromai, skaiciai, kurie skaitomi vienodai i$ priekio ar i§ galo, seka A002113: 0, 1, 2, 3,4, 5,
6,7,8,9,11, 22,33, 44, 55, 66, 77, 88, 99, 101, 111, 121, 131, 141, 151, 161, 171, 181, 191, 202,
212,222,232,242,252,262,272...

Viena i§ sri¢iy, kur galima aptikti sekas, yra psichologija. IQ testuose sekos uzdaviniai daznai
(Peterson, 2003) btina pagrindinis metodas matuoti gebéjima atpazinti modelius (angl. patterns)
(Chen et al., 2024) be iSankstiniy ziniy. Jos parodo gebé¢jima jzvelgti strukttra, kurios i§ pirmo
zvilgsnio nematyti.

Sekos daznai turi daug nariy arba be galo daug nariy. Todél sekos analizuojamos, ieSkant
struktiiros ar modelio, kuris leisty numatyti kitus jos narius. Tam svarbu pastebéti periodiSkuma,
augimo greitj, pasikartojimus, simetrija ir pan. Tai leidzia prognozuoti kitus narius ir suvokti rySius
bei désningumus. Sekos gali biiti jvairiai klasifikuojamos, pvz., skirstomos j bloky grupes su jvairiais
ilgiais (Putievskiy, 2023).

Vienas seky analizés budy galéty biti straipsnyje pristatoma S-seka. Sio straipsnio objektas néra
konkreti seka, ar seky aibe, bet taisyklé pagal kurig transformuojamos skaiCiy sekos. S-seka yra
pradinés sekos transformacija (arba sekos operatorius), kuri nauja sekg sukuria i§ dviejy senosios
sekos nariy. Transformacija atskleidzia kai kurias pradinés sekos savybes. Tai yra lyg seky testas ar
pozymis.

Metodas naujas tuo, kad pristato iki Siol nenaudotg S sekos transformacija kaip priemong seky
struktiirai atskleisti ir pagal ja formuoja nauja klasifikavimo pozitirj, leidziantj skirti matematines
sekas pagal S savybes, o ne pagal klasikines apibréztis.

Praktinis pritaikymas galéty buti seky automatinis atpazinimas ir klasifikavimas duomeny
bazése, pavyzdziui, OEIS paieSkos optimizavimui. Metodas taip pat galéty biti taikomas
atsitiktinumo analizei kriptografijoje, signaly ar laiko eiluciy struktiiros vertinimui, bei intelekto
testuose ar dirbtiniame intelekte, kur svarbu atskirti struktiruotus modelius nuo atsitiktiniy seky.

Studijose metodas galéty biuiti naudojamas mokant seky analizés, algoritminio mastymo ir
modeliy atpazinimo, pateikiant aiSky vizualy ir skai¢iavimo pagrindu veikiant] jrankj. Versle jis
galéty biiti taikomas duomeny analizéje ir laiko eilu¢iy pirminiam struktiiros vertinimui, padedant
atskirti désningus procesus nuo atsitiktiniy svyravimy ir taip gerinant sprendimy priémima.

Tyrimo metodas. Teorinis metodo apraSymas, algoritminé S-sekos konstravimo procedira ir
kompiuteriniai eksperimentai su OEIS sekomis.

Tyrimo tikslas. Pristatyti sekos transformacija ir parodyti kaip ji gali biiti naudojama naujai
klasifikacijai remiantis S-sekos savybémis (periodiSkumu, apibréZtumu, monotoniskumu).

1. S-sekos konstravimas

Pirmiausia apibréZiama S-seka. Tam reikia apibrézti B sekos sgvoka.
Tegul A yra bet kokia teigiamy sveikyjy skai¢iy seka.

A= (a], a as, ... ),
kur a; € Z* visiems k € N.
1.1.Sekos B apibrézimas

Pasirenkamas fiksuotas teigiamas sveikasis skaiius n > 1.
Antroji seka, B, apibréZiama imant kiekvieng sekos A narj moduliu n.

B = (b], b2, b3, ),
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kur b, = a;(mod n).
Sios sekos nariai priklauso aibei {0,1,2, ...,n — 1}.

1.2.Sekos S apibrézimas

Sekos S nariai apibréziami rekurentiskai, pradedant nuo S, = 0.
Kiekvienas sekos narys Sy (k € N) nustatomas pagal ankstesnj narj S,_; ir palyginimg tarp
sekanciyjy sekos B nariy, by, ir by, ;.

Sk = Sk—1 + f (b, by 1),

kur funkcija f(x,y) yra apibréziama taip:

flx,y) =1,jeiy > x;
f(x,y) =—1,jeiy <x;
f(x,y) =0,jeiy = x.

Sios sekos S savybés priklauso nuo pradinés sekos A savybiy. Priefingai nei pirmajame
pavyzdyje, kur A buvo naturaliyjy skaiciy seka, Siuo atveju seka B nebitinai bus periodiné.
Pavadinome seka S, dél to kad tai yra tam tikra suma.

Jei A yra periodiné seka, seka B taip pat bus perioding, ir jos periodas bus didZiausias bendrasis
sekos A periodo ir n daliklis. Tokiu atveju, seka S taip pat gali turéti periodiSkumo pozymiy arba
augti/mazéti pastoviu tempu. Jei A yra atsitiktiniy skaiciy seka, seka B taip pat bus atsitiktiné.
Vidutiniskai, didéjimo ir mazéjimo atvejai pasitaikys mazdaug vienodai daZznai (jei n pakankamai
didelis ir skaiciai pasiskirst¢ tolygiai), todel S-seka svyruos aplink nulj. Jei A yra monotoniskai
auganti (arba maz¢janti) seka, seka B turés tendencijg svyruoti, o seka S taip pat turés sudétingesnj
elges;j.

Apskritai, periodiné seka yra visada aprézta; aprézta seka nebiitinai yra periodiné (pvz., @
skaitmenys); neaprézta seka yra visada neperioding.

Pritaikykime apibrézima kelioms sekoms 1§ On-Line Encyclopedia of Integer Sequences (OEIS).
Panagrinékime S-seka su skirtingomis sekomis A. Kiekvienam atvejui imsime n = 5 kaip pavyzdj,
kad biity galima aiSkiau parodyti seky elgsena.

2. S-sekos skaic¢iavimo pavyzdziai
2.1. Fibonacci (Fibonacio) seka (A000045, OEIS)

A sekos apibrézimas: Tegul A yra Fibonacio seka (Fy)yen, apibréziama taip: F; = I, F, = 1, F,
=F_;+F,_,kaik = 3.4A=(1,123538132134,55,...).

B sekos apibrézimas (n = 5): Tegul B yra seka A moduliu 5. Fibonacio seka moduliu n yra
perioding, o jos periodas (vadinamas Pisano periodu, zymimas t(n)) yra w(5) = 20.

B = (I(mod 5), 1(mod 5), 2(mod 5), 3(mod 5), 5(mod 5), 8(mod 5),...) =
(1,1,2,3,0,3,3,1,4,0,4,4,3,2,0,2,2,4,1,0,...)

Sseka: (0,0,1,2,1,2,2,1,2,1,2, ...).

Kadangi seka B yra periodiné su periodu m(n), seka S taip pat turés periodinj elgesj. Kiekvieno
Pisano periodo pabaigoje S reikSme pakis tam tikru, pastoviu skai¢iumi.

2.2. Trikampiy skaiciy seka (A000217, OEIS)

A sekos apibrézimas: Tegul A yra trikampiy skaiciy seka (Ty)ren, apibréziama formule Tj, =
k(k2+1)_ A= (1,36,10,1521283645,55,...).
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B sekos apibrézimas (n = 5): Tegul B yra seka A moduliu 5. Trikampiy skaiciy seka moduliu
n yra periodine. B = (I(mod 5), 3(mod 5), 6(mod 5), 10(mod 5),...), B=
(1,3,1,0,0,1,3,1,0,0,1,3, ...). Sios sekos periodas yra 5.

S seka:: (0,1,0,—1,—-1,0,1,0,—1,—1,0,...). Siuo atveju S seka yra periodiné.

2.3. Kvadraty skaiciy seka (A000290, OEIS)

A sekos apibrézimas: Tegul A yra kvadraty skaiciy seka (Qy)xen, apibréziama formule Q; =
k’. A = (1,4,9,16,25,36,49,64,81,100, ...).

B sekos apibrézimas (n = 5): Tegul B yra seka A moduliu 5. Kvadraty skaiciy seka moduliu n
taip pat yra periodiné. B = (1, 4, 9 (mod 5), 16(mod 5), 25(mod 5),...), B =
(1,44,1,0,1,4/4,1,0,...). Sios sekos periodas yra 5.

S seka: (0,1,1,0,—1,0,1,1,0,—1,0, ...) Si seka taip pat yra periodiné.

2.4. Lucas seka (A000032, OEIS)

A sekos apibrézimas: Tegul A yra Fibonacio seka (Ly)ken, apibréziama taip: L; = I,L, = 3,
Ly =Ly_;+Ly_rkaik = 3. A=(1,347,11,182947,76,123,...).

B sekos apibrézimas (n = 5): Tegul B yra seka A moduliu 5. Lucaso seka moduliu n taip pat
yra periodiné. B = (1,3,4,2,1,3,4,2,1, ...) Sios sekos periodas yra 4.

S seka: (0,1,2,1,0,1,2,1,0, ...). Si seka taip pat yra periodiné.

Visos pateiktos sekos A (Fibonacio, trikampiy skai¢iy, kvadraty ir Lucaso) turi bendrg savybg: jy
nariai moduliu n sukuria perioding seka B. Dél to S-seka taip pat jgyja periodisSkumo pozymiy arba
auga/mazeéja pastoviu tempu. Konkretus elgesys (perioding ar neaprézta) priklauso nuo n ir pradinés
sekos savybiy. Pavyzdziui, jei sekos B nariai po vieno periodo grizta j pradinj taska, S-seka bus
periodiné. Jei kiekviename cikle S reikSmé pakinta, seka bus neaprézta.

Jei seka B yra skaiCiaus m skaitmenys, tai B = (3,1,4,1,5,9,2,6,5,3, ... ) (A000796, OEIS).

Siuo atveju nereikéty naudoti taisyklés ,.pirmoji seka moduliu n*, nes sekos B nariai jau yra
apibrézti tiesiogiai. Tada, S-seka:

0,—1,0,—1,0,1,0,1,0,—1, ...).

Si seka néra perioding, nes 7 skaitmenys yra atsitiktiniai ir neturi pasikartojan¢io modelio. Todél
S-seka bégant laikui keisis nereguliariai, ir jos reikSmé negali biiti tiksliai prognozuojama. Ji svyruos
aplink nulj (1 pav.).

Panagrinékime S-seka, kai seka B yra sudaryta 1§ skai¢iaus e skaitmeny po kablelio. Tegul e yra
matematiné konstanta, kurios apytikslé verte yra 2,718281828459... Tegul B yra seka, sudaryta i§ e
skaitmeny po kablelio: B = (7,1,8,2,8,1,8,2,8,4,5,9, ... ) (A001113, OEIS).

Kaip ir anks¢iau, S-seka yra apibréziama rekurentiskai. Stai keletas pirmyjy S-sekos nariy:

S$=(0,-10,-1,0,-1,0,—1,0,—1,0,1,2, ...).

Sis pavyzdys yra labai panasus j 7 skaitmeny atvejj. Skai¢iaus e skaitmenys po kablelio, kaip ir
7, yra begaliniai ir neturi pasikartojancio periodo. Nors e skaitmenys yra atsitiktiniai, neperiodinis jy
pobiidis reiskia, kad S-seka niekada netaps periodine. Jos vertés svyruos, bet nebus jokios aiskios
augimo ar mazejimo tendencijos, nes didesniy ir mazesniy skai¢iy pasikartojimo tikimybé turéty biiti
mazdaug vienoda. Dél to S-seka bus aprézta, t. y., ji neiSaugs ] begalybe, nei sumazés | neigiama
begalybe, o svyruos aplink tam tikra riba.
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== A - Piskaitmenys == A sekos transformacija S

il . M m ilr

1 pav. Skaitiaus 7 pirmyjuy 500 skaitmeny sekos transformacija S

S-seka yra periodin¢ tik tada, kai bendras jos pokytis per vieng sekos B periodg yra lygus nuliui.
Si salyga priklauso nuo pradinés sekos A savybiy ir pasirinktos n reik§mes, o tai reiskia, kad S-seka
nebus periodiné su bet kokiu n.

3. Sekuy Klasifikacija pagal S transformacija
Klasifikacija atliekama ne pagal prading seka 4, o pagal jos S-seka, gauta po modulinés
transformacijos ir gretimy nariy palyginimo. 1-0ji lentelé apibrézia teorines galimas S-seky elgsenos

klases pagal dvi savybes — periodiSkuma ir augimo pobid;.

1 lentelé. S seku klasifikavimas

Savybé\Tipas Periodiné Neperiodiné

Didéjanti Tokios sekos negali biiti. Jei seka nuolat Pvz., natiiraliyjy skaiciy seka A sun >
didéja, ji niekada negrjs i prading reikSmg. 3.

Mazéjanti Tokios sekos negali biti. Jei seka nuolat Pvz., 12 kartotiniy seka A sun = 7.

mazéja, ji niekada negrjs i prading reikSme.

ApréZta Jos vertés kartojasi ir turi aiskias ribas. Pvz., Jos reikSmés svyruoja, bet neturi
trikampiy skaiciy seka A su bet kokiu n. Pvz., | tendencijos augti ar mazéti. Pvz., n
12 kartotiniy seka A sun = 8. skaitmeny seka.

Pateikiami konkretiis OEIS pavyzdziai, priskirti 1-oje lenteléje apibréZtoms klaséms, remiantis
ju S-seky savybémis. 1-0ji lentelé atlieka teorinés klasifikacijos vaidmenj, o 2-oji — praktinj jos
pritaikyma konkrec¢ioms sekoms.
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2 lentelé. OEIS seky klasifikacija

Savybé\Tipas Periodiné Neperiodiné

Didéjanti — A000027:1,2,3,4,5,6,...n > 3.
A008589: 12, 24, 36, 48, 60, 72, ...
n = 10.

Mazéjanti - A008589: 12, 24, 36, 48, 60, 72, ...

n=7.

ApréZta A000217:0, 1, 3, 6, 10, 15, 21, 28, 36,45, ... | A000796:3,1,4,1,5,9,2,6,5,3, ...
A000290: 0, 1, 4,9, 16, 25,36,49, 64,81, ... [ A001113:2,7,1,8,2,8,1,8,2,8, ...
A000045:0,1,1,2,3,5,8, 13,21, 34, . A002852:0,5,7,1,3,0,6,7,9,8, ...
A000032:2,1,3,4,7, 11, 18 29, 47 76
A000027:1,2,3,4,5,6,...n=2.

4. S-sekos konstravimo pseudokodas

Pseudokodas — tai neformalus algoritmo apraSymas, paraSytas paprasta kalba, primenantis
programavimo kodga. Jis nenaudoja grieztos sintaksés, todél skirtas idéjai ir logikai paaiskinti, o ne
vykdyti kompiuteryje. Pseudokodas reikalingas tam, kad buty aiSkiai ir vienareik§Smiskai parodyta,
kaip praktiskai konstruojamos B ir S sekos i§ pradinés sekos. Jis leidzia suprasti algoritmo logika
nepriklausomai nuo konkrecios programavimo kalbos.

Zemiau pateiktas pseudokodas, kaip i§ pradinés sekos A gauti sekas B ir S.

funkcija GENERUOTI SEKAS(A, n):
B =[]
=[0] # Pradzianuo S_0=0

forain A:
b = a moduliu n
B.pridéti(b)

# SkaiCiuojama S narj S_k remiantisb_kirb_ {k-1}
if B.dydis() > 1:
b_dabartinis = B.paskutinis_narys()
b_ankstesnis = B.prieSpaskutinis_narys()
S ankstesnis = S.paskutinis_narys() # Paima S_{k-1}

jei b_dabartinis > b_ankstesnis:
S dabartinis = S_ankstesnis + 1

prieSingu atveju jei b_dabartinis <b_ankstesnis:
S dabartinis = S_ankstesnis - 1

prieSingu atveju:
S dabartinis = S_ankstesnis

S.pridéti(S_dabartinis)
grazinti (B, S)

Pseudokodas padeda greitai suplanuoti algoritmo logika prie§ rasant programos koda. Skirtas
aiskinti 1d¢ja kitiems, jei naudojamos skirtingos programavimo kalbos.
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Panagrin¢jus S sekas, iSkyla daugiau klausimy tolimesniems tyrimams. Keletas hipoteziy

susijusiy su sekomis B ir S.

1. Hipotez¢ apie periodiSkuma: Jei seka B yra periodiné, S-seka taip pat bus periodiné tik tada, kai
bendras jos pokytis per vieng B sekos periodg yra lygus nuliui. Visais kitais atvejais S-seka bus
neperioding ir neaprézta.

2. Hipotezé apie apréztuma: aprézta seka yra tokia, kurios yra virSutinis ir apatinis rézis, tarp kuriy
yra visi sekos nariai. S-seka bus aprézta tik tuo atveju, jei seka B yra periodiné ir bendras jos
nariy did¢jimo ir mazéjimo skaiCius per perioda yra lygus. Jei seka B yra ne periodiné (pvz.,
atsitiktiniy skaiciy seka), seka S bus neaprézta.

3. Hipoteze apie matematinés sekos savybes: matematinés sekos, tokios kaip Fibonacio, kvadratiniy
skaiCiy, kuria periodines ir apréztas S-sekas. Tai atskiria jas nuo atsitiktiniy ar paprasty
progresijy, kurios kuria neperiodines ir neapréztas S-sekas.

ISvados

1. S-sekos metodas suteikia nauja seky klasifikavimo biida, kuris gali buti pritaikytas bet kokiai
natiiraliyjy skaiciy sekai.

2. Metodas turi platesn; pritaikyma, nes S-sekos transformacija leidzia atskleisti viding skaiciy seky
struktlirg ir atskirti désningas sekas nuo atsitiktiniy.

3. Pagal S-seky elgsena galima sudaryti nuoseklia seky klasifikacija ir ja pritaikyti OEIS
pavyzdziams.

4.  Gauti rezultatai kelia tolesnius klausimus dél metodo riby ir praktiniy taikymy duomeny analizei
bei modeliy atpazinimui.
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S-SEQUENCE: A MATHEMATICAL TOOL FOR SEQUENCE CLASSIFICATION

Tadas Panavas
Utenos kolegija Higher Education Institution,
7 Maironio str., Utena, Lithuania

Summary

The article introduces a new mathematical tool—the S-sequence transformation—designed for analyzing
and classifying the structure of numerical sequences. Standard mathematical sequences (arithmetic and
geometric progressions, Fibonacci, triangular numbers, etc.) are transformed into a new sequence S. Based on
this transformation, a new classification into periodic, non-periodic, bounded and unbounded categories is
proposed according to the characteristics of S. The study employs a theoretical description of the method, an
algorithmic S-sequence construction procedure and computational experiments with OEIS (On-Line
Encyclopedia of Integer Sequences) sequences, which allow empirical evaluation of the transformation’s
behavior. The results show that the S-sequence reveals internal structural properties and, through periodicity
and boundedness, distinguishes structured mathematical sequences from random ones.

Keywords: number sequence, OEIS, periodicity, recurrence, boundedness.
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